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高斯链网络模型与橡胶交联网络的差异
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摘要:“橡胶弹性”是《高分子物理》中联系长链分子构象统计和高分子材料力学性能的重要章节之一。现行《高
分子物理》教科书中有关内容多以Rehner-Flory“四链模型”为基础,从Gaussian单链熵、单链熵加和恒体积仿

射形变角度推导Gaussian链网络构象熵和收缩力,而很少提及Gaussian链网络模型化过程所涉及的诸多近

似,更不提及有关学术争议。基于现行《高分子物理》教程,不少学生认为硫化胶具有类似Gaussian链网络的交

联结构,不少技术人员基于所谓理想网络结构来设计所谓大应变可逆变形柔性电子等前瞻性器件,在理论和实

践上走了不少弯路,得出不少误导性结论。本文回顾Gaussian链网络模型化所涉及的基本理论、近似和争议,
以便让读者认识到Gaussian链网络模型仅是具有一系列约束条件的“模型”,而与橡胶交联结构相差甚远。
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Abstract:
 

In
 

the
 

textbook
 

of
 

Polymer
 

Physics,
 

“rubber
 

elasticity”
 

is
 

an
 

important
 

chapter
 

linking
 

the
 

statistics
 

of
 

conformation
 

of
 

long-chain
 

macromolecules
 

and
 

mechanical
 

behaviors
 

of
 

polymer
 

materials.
 

In
 

the
 

current
 

textbooks,
 

rubber
 

elasticity
 

is
 

introduced
 

following
 

the
 

Rehner-Flory
 

“four
 

chains”
 

model
 

to
 

present
 

conforma-
tional

 

entropy
 

and
 

contraction
 

force
 

of
 

network
 

of
 

Gaussian
 

chains
 

by
 

formulating
 

entropy
 

of
 

single
 

Gaussian
 

chain
 

in
 

the
 

first
 

step
 

and
 

summing
 

entropies
 

of
 

all
 

Gaussian
 

chains
 

under
 

assumption
 

of
 

affine
 

deformation
 

un-
der

 

constant
 

volume
 

in
 

the
 

second
 

step.
 

In
 

general,
 

the
 

approximations
 

and
 

academic
 

disputes
 

involving
 

the
 

modellization
 

are
 

not
 

referred
 

to.
 

Under
 

the
 

prevailing
 

teaching
 

practice,
 

some
 

students
 

may
 

believe
 

that
 

vulcan-
izates

 

behave
 

like
 

network
 

of
 

Gaussian
 

chains
 

and
 

some
 

technicians
 

may
 

try
 

to
 

develop
 

the
 

so-called
 

reversibly
 

deformable
 

flexible
 

electronics
 

by
 

designing
 

the
 

so-called
 

ideal
 

network
 

structure.
 

Here
 

reviewed
 

are
 

the
 

mode-
llization

 

of
 

network
 

of
 

Gaussian
 

chains
 

and
 

the
 

involved
 

theories,
 

approximations
 

and
 

disputes,
 

aiming
 

to
 

point
 

out
 

that
 

the
 

network
 

of
 

Gaussian
 

chains
 

is
 

only
 

a
 

model
 

concepted
 

under
 

many
 

assumptions
 

and
 

that
 

the
 

model
 

cannot
 

be
 

used
 

to
 

describe
 

the
 

structure
 

of
 

vulcanizates.
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  1930年起,人们开始研究橡胶的大分子特征。

Meyer等[1]提出橡胶弹性动力学理论,认为无规

构象长链分子间的联系可维持大变形。橡胶变形

造成分子链取向,而分子链自发回复到无规构象
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的 过 程 产 生 收 缩 力。Kuhn[2] 以 及 Guth 和

Mark[3]考虑C—C单键扭转所产生的分子链空间

构型,在不了解分子结构细节和内旋转受阻的情

况下,得出长链分子末端距分布符合Gaussian分

布的结论。Guth和 Mark[3]讨论了长链分子构象

与橡胶弹性间的联系,发现收缩力与温度成正比。

Kuhn[4]、Wall[5~7]和Treloar[8]等采用统计力学处

理橡胶网络弹性,建立了橡胶变形力(应力)与拉

伸比(α)、网络结构间的定量关系[9]。与此同时,
橡胶热力学研究日趋完善,得出的弹性力主要由

熵变所决定、内能贡献几乎可忽略的结论,成为橡

胶统计力学的基础。虽然Altenberger和Dahlerin采

用谐振子链模型处理势能变化对橡胶弹性力的主

要贡献[10,11],其模型受到广泛批评[12~14]。
在真实网络中,体积排除和拓扑约束效应使

链节偏离 Gaussian行为[15]。虽然常用的不可压

缩性假设可视为分子间作用力对自由能的贡献,

Gaussian链网络统计理论完全忽略了包括链间缠

结、结构波动和空间位阻效应在内的分子链性

质[16]。后来发展的橡胶弹性模型,包括处理分子

间作用的Edwards-Vilgis滑移网络模型[16]、仿射

蛇行管模型(affine
 

tube
 

model)[17]、非仿射蛇行管

模型(nonaffine
 

tube
 

model)[18,19],以及处理结构

波动 的 约 束 会 合 点 模 型 (constrained
 

junction
 

model)[20~25]、约束链网络模型(constrained
 

chain
 

model)[25~27]和弥散约束模型(diffused-constraint
 

model)[28]等,均不约而同地对熵弹性部分网络结

构使用了Gaussian分布。或者说,后续发展的橡

胶弹性模型,多为早期统计理论的修正形式。
在《高分子物理》课程“橡胶弹性”章节中,一

般先描述孤立“Gaussian链”末端分布函数和熵,
然后根据Gaussian链熵加和、恒体积仿射变形等

假设得出所谓“理想网络”熵-拉伸比关系。有的教

科书还基于 Rehner-Flory
 

“四链模型”[29,30]加上

“每个交联点连接4条有效链”等无关紧要的假

设。教科书中内容是高度凝练的,有关熵弹性主

要推导步骤和结论没有太大问题,但一般不讲

Gaussian链网络模型的问题和争议。这不利于学

生在较短时间内掌握熵弹性知识,也容易使学生

产生橡胶是“理想网络”等错误的认识。事实上,
有关Gaussian链网络模型的争议(比如熵表达式

中的对数项,或排列组合熵(permutation
 

entro-
py))已持续近百年[31],广为接受的仿射变形假设

缺乏物理基础[32],由无体积、无分子间相互作用的

Gaussian“鬼链”(“ghost”
 

chains)所构成的网络难

以克服其塌陷问题[26]。教科书中不讲 Gaussian
网络模型的问题,显然不利于本科生系统学习橡

胶弹性知识,也不利于研究生应用和发展橡胶弹

性理论。本文梳理早期关于橡胶弹性统计力学研

究的 主 要 方 法,重 点 介 绍 从 “Gaussian 链”到

“Gaussian链网络”的抽象过程所涉及的理论处理

和简化方法。
硫化胶网络一般是由熔体缠结分子链随机交

联而形成的,交联点位及连接交联点的链节均具

有极宽的分布,且网络中存在大量缠结、悬挂链、
链环以及与交联度有关的游离链。因而,硫化胶

具有显著的黏弹性。体积排除和拓扑约束效应是

橡胶网络不塌陷的原因[33],蛇行管模型[16~19]和结

构波动模型[20~28]等引入这些非熵主导因素来修

正 Gaussian 统 计 理 论。硫 化 胶 黏 弹 性 和 非

Gaussian链网络模型,以及数量众多的超弹性模

型(hyperelastic
 

models)[34~36],不在本文介绍和讨

论范围。为便于读者了解真实橡胶偏离Gaussian
模型的非理想网络结构,本文将适当介绍与橡胶

力学行为有关的黏弹性效应,如1903年[37]在天然

胶中发现、1939年[38]在橡胶纳米复合材料中发现

的循环拉伸软化与滞后效应。该效应因1947年

后 Mullins[39]针对橡胶纳米复合材料的大量研究

而被称为 Mullins效应,以至于当前人们讨论橡胶

纳米复合材料的软化与滞后时不提1903年的发

现[37],不讨论硫化胶基体黏弹性的贡献。本文应

视为教科书“橡胶弹性”Gaussian链网络模型的知

识补充,但对橡胶弹性和黏弹性理论发展仍具有

一定的学术价值。

1 网络链节长度分布

  橡胶网络统计力学不涉及单链弹性,其核心

思想是建立网络结构单元(网络链节)构象数目或

概率随α 的变化,基于Boltzmann关系确定熵或

熵变,基于热力学关系确定橡胶收缩力f。 本文

将网络中两个邻近交联点间的一段链称为网络链

节(network
 

chain),简称链节。
链节长度分布函数是橡胶统计力学的基础。

假定各向同性(α=1)无规网络的链节长度符合

Gaussian分布,在三维坐标中其两端分别处于 (0,

0,0)原点和 (x,y,z)位置的概率为[2,3]:

·7631·
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W(x,y,z;1)dxdydz=

β3

π3/2exp[-β
2(x2+y2+z2)]dxdydz (1)

位移长度(displacement
 

length,或extension
 

of
 

chain)为r=(x2+y2+z2)1/2。这里,参数β与链

节长度和链柔顺性有关。若将网络沿z-轴拉伸

α倍,在仿射变形(交联点相对位置变化与网络宏

观尺寸变化一致)假设下,位移矢量的z 分量增加

α倍,x、y 分量降低α-1/2 倍。x、y、z 方向上投影

长度分别为x、y、z 的链节,其拉伸前位移分量分

别是xα1/2、yα1/2、z/α。 因而,网络拉伸比为α时,
链节长度分布为[9]

 

:

W(x,y,z;α)dxdydz=

β3

π3/2exp -β
2αx2+αy2+

z2

α2  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dxdydz (2)

  值得注意的是,基于Gaussian链假设的统计

力学结果仅是合理近似,并没有得到严格证明和

定量检验[9]。特别是,没有严格证据显示Gaussian
分布适用于因共价键内旋转而呈现柔顺性的高分

子链。然而,对于按给定角度连接且可自由内旋

转的单元所构成的无体积理想长链,Gaussian近

似具有较高的可信度[2,3],且受阻内旋转不影响位

移长度分布函数的形式[40]。另外,统计力学未考虑

链节体积排除效应对位移长度分布和网络构象熵

的影响,Gaussian分布函数也不适用于网络链节趋

于伸直状态和天然胶应力诱导结晶等情况[27,41]。

2 网络状态和状态方程

  网络状态取决于交联点位置,二者均随形变

而变化。任何网络状态可用连接相邻交联点(或
链节末端)间的位移矢量来描述。将含v 条链节

的网络空间划分为体积元1,2,3…,位移矢量处于

体积元i的链节的数目为vi。vi 集合定义网络状

态。显然,∑vi=v。

在末端固定的情况下,每条链节可通过布朗

运动而形成键角、空间位阻等所决定的任意构象。
假定位移矢量处于体积元i的链节的构象数目符

合Gaussian分布Wi,出现vi 集合所定义的网络

状态的概率P 为所有链节概率的乘积[4,8],即P=
ΠiWi

vi。 考虑链间可交换性,应采用修正因子描

述v 条链节在所有体积元中的分配情况[5~7],

P=
v!
Πivi!

ΠiWi
vi (3)

链间交换性假设与网络结构不符,但v! 在等体积

形变时保持不变,不影响最终结果。

α=1时,交联点随机分布。若位移长度符合

Gaussian分 布,则 vi(1)=vWi(xi,yi,zi;1)·

δxδyδz,P(1)=v! Πi
Wi

vi(1)

vi(1)!
。 拉伸比为α时,

vi(α)=vWi(xi,yi,zi;α)δxδyδz,P(α)=v! ·

Πi
Wi

vi(α)

vi(α)!
。 两 概 率 比 P(α)

P(1)=Πi
vi(1)!
vi(α)!

·

Wi
vi(α)-vi(1)[5],采用Stirling公式近似得

lnP(α)
P(1)=

v
e∑i

[vi(1)-vi(α)]+

∑i vi(α)+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ln
vi(1)
vi(α)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ≈∑ivi(α)ln

vi(1)
vi(α)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(4)

  Wall[6]研究了长为l0、半径为R0 的柱形网络

沿长度方向拉伸α 倍的情况。在柱坐标 (x,R,

Φ)中,R2=y2+z2,tanΦ=
z
y
,Gaussian分布函

数为RW(x,R,Φ;1)dxdRdΦ=
Rβ3

π3/2  exp[-β2·

(x2+R2)]dxdRdΦ,经角坐标积分得2πRW(x,

R;1)dxdR=
2Rβ3

π1/2  exp[-β2(x2+R2)]dxdR。

拉 伸 时,2πRW(x,R;α)dxdR =
2Rβ3

π1/2  ·
exp-β2

x
α  

2

+αR2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  dxdR。 将 前 面 两 个

Gaussian 分 布 代 入 式 (4)得,ln P
P0  =

-β2 1-
1
α2  ∑ivix2

i -β2(1-α)∑iviR2
i。 代

入vx2=∑ivix2
i =

vα2

2β2
和vR2=∑iviR2

i =
v
αβ2
,

得ln P
P0  =-

v
2

α2+
2
α2

-3  。 这里,x2、R2分

别为x2
i、R2

i 的平均值。基于以上推导,柱状网络

单轴拉伸时熵变(ΔS)和收缩力(f)分别为

ΔS=-
vk
2

α2+
2
α2

-3  (5)

f=-T ∂S
∂l  T

=
vkT
l0

α-
1
α2  (6)

这里,k为Boltzmann常数,T 为决定温度,S 为

网络熵。
更一般地,未变形链节熵为s(1)=klnW(x,

·8631·
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y,z;1)=kln β3

π3/2  -β2(x2+y2+z2)􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 [8],v

条链 节 所 构 成 的 网 络 的 熵 为s(1)vW(x,y,z;

1)xdydz,积分式为S(1)=
kvβ3

π3/2∭
∞

-∞
exp[-β2(x2+

y2+z2)]ln β3

π3/2  -β2(x2+y2+z2)􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dxdydz。

变形网络熵为S(α)=
kvβ3

π3/2∭
∞

-∞
exp[-β2(αx2+αy2+

z2

α2)]
 

[ln β3

π3/2  -β2(x2+y2+z2)]dxdydz,熵变

和收缩力表达分别如式(5)和(6)[5~8]。
式(6)给 出 Gaussian 链 网 络 剪 切 模 量 为

A0(v/V)kT
[6],其 中 常 数 A0 = 1,V 为 体 积。

Kuhn[4]假设链节相互独立,其尺寸在链节末端距及

其垂直方向均受限,则A0=7。若仅考虑链端受限,
且受限程度与变形有关,则 A0 = 3。James和

Guth[27,41~43]采用沿长、宽、高方向排列的熵弹簧构成

的网络来近似橡胶行为,引入恒体积“内压(internal
 

pressure)”效应,得剪切模量2mkTβ2。 其中,m 为平

行排列链节(熵弹簧)的面密度[9]。可见,Gaussian链

网络理论本身并不能预测剪切模量。继承Gaussian
链网络模型假设的其他模型,如蛇行管模型[16~19]和

结构波动模型[20~28],也不能预测剪切模量。

3 单链弹性

  Guth和Mark[3]、Kuhn[2,4,40]和Pelzer[44]计算

单分子熵,将其变化与橡胶宏观行为相联系。单

链末端距为r时,概率为W(r)=β3

π3/2exp(-β
2r2)

(式1)[2,3]。β为r 最可几值的倒数。若空间位阻

限制键旋转,自由旋转链节数量较低[3]。若分子

链含n 个长a 的统计单元(Kuhn链段),这些统计

单元相互通过四面角连接,则β2=
3
4na2=

3
4<r20>

,

<r20>为链节均方末端距。Gaussian链构象熵s=

klnW(r)=kln β3

π3/2  -β2r2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,最大熵在r=0,

收缩力f=-T ∂s
∂r  =

3kT
2<r20>

r。 因而,Gaussian

单链呈胡克弹簧性质。Pelzer[44]根据Gaussian分

布函数得单链收缩力f=
kT
<r20>

r。 若将Gaussian

分布写为W(r)~r2exp-
2r2

<r20>  ,自由能F= -

kTlnW(r)=const.+kT
2r2

<r20>
-2lnr  ,收缩力f=

∂F
∂r=2kT

r
<r20>

-
1
r  。令α=

r
r0
,则单链收缩力

为f=
2kT
r0

α-
1
α  。

4 Wall一维网络模型

  Wall[7]考察v 个链节末端相连而形成“一维

网络”,其两端分别位于x=0和x=l(图1)。从

该网络的一端到达另一端的随机路径可能涉及很

多链节,包括大量前行、逆行步骤,且路径长度存

在巨大分布。考虑典型的v 个链节构成的无规行

走路径,l=∑ixi,l2= ∑ixi  2。 若v 很大,

l2=∑ix
2
i =vx2。 若一维网络伸长α倍,则链节

位移x 分量也伸长α倍。

图1 穿越长l的橡胶网络的无规链节路径。该路径

包含v个由交联点(圆圈)相连的链节。

Figure
 

1 A
 

random
 

molecular
 

path
 

involving
 

v
 

seg-
ments

 

passing
 

through
 

a
 

network
 

of
 

length
 

l.
 

Circles
 

denote
 

vulcanization
 

bridges
 

possibly
 

linking
 

together
 

four
 

network
 

chains
 

(To
 

avoid
 

confusion
 

side
 

links
 

are
 

not
 

shown).

链节 位 移 x 分 量 在xi 位 置 的 概 率 符 合

Gaussian分布

Wi= β
π1/2exp(-β

2x2
i)Δxi (7)

记l2=C∑ivix2
i,采用Stirling近似v0,v1,… 集

合所规定的一维网络的概排列方式数P [式(3)],

有δlnP=∑i
(-lnvi+lnWi)δvi=0,δv=∑iδvi

=0,δl2=C∑ix
2
iδvi=0。采用Lagrangian乘子

法求解vi 和l2 得

dv=
v

π1/2
β
αexp -

β
α  

2

x2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dx (8)

一维网络平方位移l2=C∫
∞

-∞
x2dv=

Cvα2

2β2
=l20α2。
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据式(8),x 方向拉伸比为1和α时,在x到
 

x+dx
范围内发现一条链节的概率分别为 W(x;1)dx

=
1

π1/2exp[- (βx)
2]d(βx),W(x;α)dx=

1
π1/2 ·

exp - β
αx  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dβ
αx  

[5]

。 根 据 Boltzmann 关

系 S =klnP 和 Stirling 近 似,S =k[vlnv-

∑iviln
vi

Wi  􀭤􀭥

􀪁
􀪁 。 代入vi[式(8)]和Wi[式(7)]得

S=k[vlnv-∑ivi{lnv
α  + β2- β

α  
2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 x2
i}],

代入∑vi=v,l2=C∑ivix2
i 和l2β2

C =
vα2

2
,得

S=vk[lnα-(α2-1)/2] (9)

f=-T ∂S
∂l  T

=
vkT
l0

α-
1
α  (10)

  更一般地,将x 空间划分为一系列格子。若

未变形和变形链节均符合Gaussian链[6]假设,则

vi(1)=vW(x;1)=
vβ
π1/2exp(-β

2x2
i)Δxi,vi(α)=

vW(x;α)=
vβ
π1/2exp -β

2 xi

α  
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 Δxi

α
。 将二者代

入式(4)得,lnP(α)
P(1)=∑ivilnα-β2(1-α-2)·

∑ivix2i。考虑v=∑ivi(α),
vα2

2β2
=∑ivi(α)x2i,

则lnP
(α)

P(1)=vlnα-
v
2
(α2-1)。等能条件下,熵变

和收缩力表达式分别为式(9)和(10)。

5 James-Guth一维网络模型

  James-Guth[45]将x 坐标划分为小区间。第i
个区间位置为xi,其长度为Δxi。Gaussian链节

  

位移x分量在xi 位置的概率符合式(7),且∑ivi=

v,∑ivixi=l。vi 集合所定义的一维网络(图2)的

概率可用式(3)来描述。根据Stirling近似,lnP=

vlnv-viln
vi

wi  ,δlnP=0时,∑iδvi=∑ixiδvi=

0。 利用Lagrangian乘子法求解vi 和x2
i 得

vi=
vβ
π1/2exp -β

2 x-
l
v  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 Δxi (11)

x2
i =

l
v  

2

+
1
2β2
。 将Wi[式(7)]和vi[式(11)]

代 入 式 S = kvlnv-∑iviln
vi

Wi  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,得 S =

-
kβ2

vl2。若位移在xi 的链节的构象数为KWi,则

S=kvlnK -β2

vl
2  (12)

这里,K 为链节总构象数目。
考虑网络链节含n 个长度a 的统计单元,v

条链节首尾相连构成含vn 个统计单元的一维网

络[45]。链节中统计单元相互独立地平行或反平行

于x 方向。在x 到x+Δx 间(Δx≫a),链节构

象数目在x4 ≪n3a4 下的Gaussian近似为ΔW =
2n

a(2nπ)1/2
exp-

x2

2na2  Δx=
Kβ
π1/2exp(-β

2x2)Δx,

或dW =
Kβ
π1/2exp(-β2x2)dx。 在l到l+Δl间,

一维网 络 的 构 象 数 目 满 足 ΔP =
2vn

a(2vnπ)1/2
·

exp-
l2

2vna2  Δl =
Kvβ
(vπ)1/2

exp-β
2l2

v  Δl, 或

dP=
Kvβ
(vπ)1/2

exp-β2l2

v  dl。 这里,K =2n 为

  

图2 v个Gaussian链节首尾相连所构成的一维网络。网络末端在x=0(负端)和x=l(正端)。xi表示

链节位移,箭头向右(左)表示正(负)位移。沿网络负端行至正端,必经历所有网络链的负端和正端。

Figure
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by
 

v
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chains.
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two
 

ends
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chains
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arrow
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right
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left.

·0731·



10期 宋义虎:高斯链网络模型与橡胶交联网络的差异
 

链节总构象数目,β2=
1
2na2

。 令首链节负端处于

x=ξ0=0,后续链节的正端依次位于ξ1,ξ2,…ξn,

网络构象数目为Π
v

i=1

Kβ
π1/2
exp[-β2(ξi-ξi-1)2]dξi  ,对

应末链节正端位于l 到l+dl 间的网络构象数

dP=
Kβ
π1/2  

v

∫
l+dl

l
dξv∫

∞

-∞
dξv-1 …∫

∞

-∞
dξ1Π

v

i=1

Kβ
π1/2 ·

exp[-β2(ξi -ξi-1)2]。 根据 Boltzmann关系,

S=kln(dP)=kln
Kvβ
(vπ)1/2

dl􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 -

kβ2

vl2,与式(12)

等价。l恒定时,一维网络的热激励收缩力为

f=-T ∂S
∂l  T

=
2kTβ2

v l (13)

式(13)说明一维网络收缩力正比于网络位移。式

(13)可改写为f=
kT

v<r20>
l,等价于Pelzer单链收

缩力[44]。Wall和Flory[46]认为未变形网络是各向

同性的,变形网络在横向方向上也是各向同性的,
而 James-Guth 链 长 分 布 函 数 W(x) =
β

π1/2  exp -β2 x-
l
n  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 或链节数目分布函数

(式11)[47]不符合各向同性原则和对称性原则,也
导致橡胶硫化后其体积倾向于收缩为零。为防止

体积收缩,需在橡胶中引入维持体积的假想流体。

6 三维网络熵(变)的争议

  对于恒体积变形,Gaussian链网络的熵变可

写成如式(5)所示的单轴拉伸形式。然而,网络熵

三轴应变表达形式一直存在争议。Wall[7]将一维

网络熵拓展到三维网络,得[6]

S=vk[ln(αxαyαz)-(α2x +α2y +α2z-3)/2]

=vk
1
2lnI3-

(I1-3)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (14)

式中αx、αy、αz 分别为x、y、z方向拉伸比,I1=α2x+
α2y+α2z 和I3=(αxαyαz)2分别为第一、第三应变不

变量。式(14)中第一项对应 Kuhn排列组合熵

Sperm =kln v!
Πivi!  ≈kvlnv-∑ivilnvi  [48]。

恒体 积 变 形 时,Sperm =0。James和 Guth 指

出[45],Wall所引用的x2=
l2

n
是不正确的,所假设

的链节位移分布函数随应变的变化是错误的,因
而Gaussian链网络熵中所含排列组合熵项是不合

理的。

James和Guth[27,41,47,49]忽略链节间空阻位置

效应,将末端距矢量长度(length
 

of
 

the
 

vector)为

ri 的链节构象数Cri  写为Gaussian函数(式1)
乘以全部ri 对应的总构象数。通过交联点相连的

链节的构象数为C(r1,r2,…)=ΠiCri  ,网络中

全部链节的构象数为P =∫dr1∫dr2,…C(r1,r2,
…)~const.×exp -

K
2
(α2x +α2y +α2z)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,对应

Gaussian网络熵

S=const.-
kK
2I1 (15)

这里 K 为弹性有效链节数相关的常数。Wall和

Flory[46]指出,James和Guth仅考虑了链节经交

联点相连的特殊网络结构,忽略了构象的体积依

赖性[50,51]。在体积V 内形成链节密度v/V 的网

络,其概率对应熵kvlnV [46]。考虑交联的链节成

对出现,交联熵应为kv
2lnV

。 若考虑v0 个链节中

有v 个参与形成交联结构,则需引入组合因子

v0!
v! (v0-v)!

常数。Wall和Flory[46]将vi 集合

所定 义 的 状 态 的 概 率 (式 3)写 为 P =

vvΠi
W ri  
vi

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 vi [6,29]。在未交联、未变形态,非交

联链采取vi 集合所定义的分布,vi =vW ri  ,P

=1。在 未 变 形 交 联 态,Sperm =-
vk
2lnV =

-
vk
2ln

(αxαyαzV0)。 在变形的交联态,根据vi =

vW
xi

αx
,yi

αy

,zi

αz  得构象熵S=klnP=-
vk
2
(I1-

3)+vklnI3
[46],故总网络熵为

S=const.+
vk
2
1
2lnI3-

(I1-3)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (16)

  Kuhn等[52~54]假设未变形橡胶中链位移分布

与自由链相同,分子链形成会合点官能度(fJ)>2
的网络时,引起Sperm 变化。在体积V 中,v 条链

节可能形成的网络的数目NvV 与两个因素有关,
其一正比于v 条链节独立排入体积V 的方式数,
其二是fJ 条链节的链端进入会合点体积ΔVc 内

的概率。对一维网络(fJ=2),这两项分别为lv、

v!
ΔVc

l  
v

,因而NvV ~v!(ΔVc)v 与网络长度l

无关[45]。对fJ>2的网络,Wall和Flory得到第

·1731·



高 分 子 通 报 2023年

一、二项分别正比于Vv、V
-2v(fJ-1)/fJ 项,故 NvV ~

V
-v(1-2/fJ),对应Sperm= -

vk
2 1-

2
fJ  lnI3。 然而,

fJ 个独立运动的链端形成1个交联点后,链节能

动性降低,或者说链节失去独立运动能力,在第二

项中引入的V-v 因子刚好与第一项抵消,故不存

在所谓的排列组合熵。
网络熵表达式中的对数项,或 Kuhn提出的

Sperm,是Gaussian“鬼链”网络统计理论中的或隐

或现的“鬼”。该项不影响Gaussian链网络恒体积

变形时熵和收缩力的表达式,却为硫化胶交联密

度测试的基础,其基础性、重要性不言而喻,但其

争议从来没有停止。该项是Flory等[50]在修正孤

立链 理 论、研 究 橡 胶 溶 胀 时 引 入 的。Wall和

Flory[46]基于硫化过程计算橡胶拉伸或溶胀所涉及

的熵变,考虑溶胀的稀释作用,采用Gaussian分布

函数约束分子链位移,进一步将分子链连接为网

络。若交联使干橡胶发生体积变化 V
V0
,则产生熵

变ΔS=kv 2
fJ
lnV

V0  -32 V
V0  

2/3

-1􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  
[46,51]

和

内压Pi= -T
∂ΔS
∂V  T

=
vkT
V0 [

V0
V  

1/3

-
2
fJ

V0
V  ][51]。

因交联网络存在正内压,故 V
V0
< fJ

2  
3/2

或fJ>

2 V
V0  

2/3

,此时交联导致体积收缩。等体积交联

时,ΔS= -
3kv
2

V
V0  

2/3

+1􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,Pi=
vkT
V0
1-
2
fJ  。

Hermans[32]采用独立取向的“统计链元素”(sta-
tistical

 

chain-elements)描述链节平均行为。令

nce 为链节所含链元素的数目,ace 为链元素平均

长度。若一段链随机分布于均质液体,在 (x,y,

z)处体积元dxdydz 内发现链端的概率密度为

Q0=c0exp(-β2r2),其中β-2=
2
3ncea2

ce,c0 为常

数。设体积元dxidyidzi 处链端概率密度为Qi0=
c0exp(-β2r2i),分布vi=Qi0dxidyidzi 出现的概

率为 W =
v!
Πivi!

ΠiQi0
vi,熵 为 S =k(vlnv -

∑ivilnvi+∑ivilnQi0)+const.。 若选择前式

常数使各向同性网络熵S0=0,则S=S-S0=

-k∫dxdydzQln Q
Q0  。 若网络z 沿轴 仿 射 变

形,Q=c0exp -β2αx2+αy2+
z2

α2  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 ,S-S0=

-
vk
2 α2+

2
α -3  。 若硫化胶在溶剂中形成,初

始溶胀度为q0,溶胀度从q0 变到q1 导致分布Q0

变为Q1,则Q1=c0
q0
q1  exp - q0

q1  
2/3

β2r2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,对

应熵变为S1-S0=kvlnq1
q0  -32 q1

q0  
2/3

-1􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  。

不考虑fJ 情况时,该结果与Flory-Rehner结果[29,30]

一致。简单理解,网络体积变形产生类似于理想气体

的构象熵kvlnV
V0  ,此为I3 对数项;变形的链节倾

向于均匀分布,但收缩力2β2kTr阻碍链间运动,产生

I1 项[55]。
为排除r=0时概率最大(忽略排除体积效

应)的问题,Mukheriji和Prins[15]尝试将Gaussian
函数修正为W(r;1)~(|x||y||z|)mexp(-β2r2),
得熵变为

ΔS=vk m
2lnI3-

m+1
2
(I1-3)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (17)

其中,β-2=
2

3(m+1)
<r20>,m 为常数。式(17)在

m=0时等同于Jams-Guth式(式15)[26,45],但显

然不同于Hermans式vk
2
[lnI3-(I1-3)]

[32,56]、

Flory-Wall式vk 1
2lnI3-

2
fJ
(I1-3)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 [46,57]。

Eichinger[31]在2015年采用 Brout-Fixman-
Edwards平均法解析小应变下James-Guth模型,
发现不含对数项的James-Guth模型在无扰态是

不稳定的。Eichinger结果为ΔS= -μkln
V
V0  + 

fJπ2

48
<r2*>
<r2>

V0

V*  
2/3

(I1-3) ,其中μ 为交联点

数目,
<r2*>
V2/3
*

为橡胶硫化所决定的无扰均方末端距

与 体 积 比。忽 略 体 积 变 化,则 ΔS= -
π2

24
<r2*>
<r2>μ

k(I1-3)。

7 硫化胶黏弹性与Gaussian链网络
模型的适用性

  橡胶材料的黏弹性不属于本文介绍和讨论的
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内容。作为检视Gaussian链网络模型适用性的前

提,这里仅简述真实硫化胶结构和黏弹性。工业

上广泛采用传统、半有效和有效硫化体系等调控

硫黄硫化胶中单硫键、二硫键、多硫键比例和制品

性能。因硫黄硫化效率低,一般采用包括氧化锌

在内的多种助剂来调控橡胶硫化行为,但氧化锌

(和本文不涉及的填料)等助剂可吸附硫黄和促进

剂,影响硫化反应和交联点分布[58~60]。因硫黄分

布不均匀[61],硫化胶中存在极宽的交联密度分

布[62],例如[63]氧化锌粒子附近约200
 

nm范围内

交联密度偏高[64~66]。对于过氧化物硫化胶,交联

过程中伴随随机断链和自由基偶合反应,交联密

度分布极其不均匀,其溶胶含量较高。在同交联

密度下,过氧化二异丙苯硫化胶中交联点分布比

硫黄硫化胶更不均匀[67]。可见,真实的硫化胶无

法形成教科书中描述的“理想网络”结构,而是交

联点存在非均质空间分布、链节长度存在极宽分

布且 含 大 量 悬 挂 链 (dangling
 

chains)和 链 环

(loops)的非理想网络,其内链节含遗传自生胶熔

体的大量缠结,链节又与长悬挂链和游离链(溶胶

组分)缠结[68]。Gaussian链网络模型对结构进行

均化处理,后续发展的其他模型也仅能“捡起”一
些非理想网络特征。

在硫化胶非理想网络中,链节和非弹性有效

网络成分发生热运动(包括Rouse运动),产生松

弛与损耗,也产生远早于Gaussian链网络模型研

  

究前即发现的天然胶硫化胶在循环拉伸过程中发

生的软化和滞后性回复行为(图3a)[37]。外力作

用促进未受限链端或自由链回缩(arm
 

retrac-
tion)[69~71],造成蛇行管长度涨落[72],故网络缺陷

结构显著影响弹性有效链的分布以及流变[73~75]、
阻尼[76~78]和力学行为[79~82]。形变较大时,链节发

生非线性Rouse运动和/或大尺度变形,能动性缠

结(mobile
 

entanglement)链因滑移而发生解缠

结,产生非线性黏弹性[83]。硫化胶的非线性黏弹

性,直接决定其外力作用下呈现的极其显著的蠕

变、应力松弛、软化和生热等行为。早期研究中,
为测得熵弹性模型所述的“平衡收缩力”,采用了

蠕变、应力松弛、循环拉伸等方法[42,84]。因非理想

网络结构松弛效应,不可能在实验上测得橡胶“平
衡收缩力”[85]。因而,包括 Gaussian链网络模型

在内的熵弹性理论所预测的“平衡收缩力”,不可能

拟合实验应力-拉伸比(σ-α)关系曲线。然而,σ-α实

验曲线的一些特征与结构松弛无关,具有热力学基

础。研究证明,Gaussian链网络模型仅适用于真实

橡胶材料在较低应变下的力学行为(图3b)[86]。
常 用 经 验 Mooney-Rivlin 方 程 σ =

C1+
C2

α  α-
1
α2  来描述[87~90]硫化胶σ-α关系

曲线偏离 Gaussian链网络模型的程度[91,92]。这

里,C1=
vkT
V0

<r20>
<r2fc0>

=
vkT
V0

V
V0  

2/3

为理想网络剪

  

图3 (a)循环拉伸条件下硫化天然胶的软化与滞后性回复行为[37];(b)8份硫黄硫化天然胶在20
 

℃下应力-
拉伸比(σ-α)关系曲线[86]。图b中红线和蓝线分别显示显著和可忽略的加载-卸载滞后圈。单轴拉伸数据

(圆圈)旁的细线为式(6)拟合曲线。

Figure
 

3 (a)
 

Softening
 

and
 

hysteretic
 

recovery
 

of
 

natural
 

rubber
 

vulcanizates
 

under
 

cyclic
 

tensions[37];
 

(b)
 

Stress
 

(σ)
 

as
 

a
 

function
 

of
 

drawn
 

ratio
 

(α)
 

at
 

20
 

℃
 

for
 

natural
 

rubber
 

vulcanized
 

by
 

8
 

phr
 

sulfur[86].
 

The
 

red
 

and
 

blue
 

curves
 

exhibiting
 

marked
 

and
 

ignorable
 

hysteretic
 

loops
 

are
 

shifted
 

vertically.
 

The
 

thin
 

curve
 

fitting
 

the
 

measured
 

data
 

(circles)
 

is
 

drawn
 

according
 

Eq.
 

(6).
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切模量[27,49,93],<r2fc0>为自由链无扰均方末端距,

C2 为常数。对过氧化物硫化天然胶,其约化应力

σv1/3
2 /(α-α-2)(图4a)[92]及约化应力-温度系数

σv1/3
2 /[T(α-α-2)](图4b)[91]不符合Gaussian链

网络模型,但偏离程度(C2 项)随溶胀度增加(橡
胶体积分数v2 降低)而减小[94];C2 项在v2 时达

  

到0.20~0.25时变为0。若在溶液中硫化天然

胶,硫化时溶胀度足够高的干硫化胶其C2≈0(图

4c)[95],且再次溶胀后C2 变化不大(图4d)[92,95]。
在溶液中形成的硫化胶,其C2 远低于熔体硫化

胶,说明橡胶分子链缠结对熔体硫化胶弹性行为

的重要贡献。除分子链缠结效应外,影响干橡胶

  

图4 天然胶硫化胶弹性行为偏离Gaussian链网络模型的情况。(a)癸烷溶胀胶约化应力σv1/32 /(α-α-2)~1/α关系

曲线[92];(b)甲苯溶胀胶约化应力-温度系数σv1/32 / T α-α-2    ~1/α关系曲线[91];(c)正癸烷、十氢萘和邻二氯苯

溶液中硫化的硫化胶干胶σ/(α-α-2)~1/α 关系曲线[95];(d)干硫化胶、溶胀硫化胶参数C2 随剪切模量C1 的变

化[92,
 

95]。(a)和(b)中显示橡胶体积分数v2。 (a)中插图显示两个不同交联密度硫化胶的C1、C2 值。(b)中大符号显

示轻度塑炼胶25
 

℃数据,小符号显示高度塑炼胶0、25和45
 

℃数据。(d)中溶液和熔体硫化胶数据分别来自 Allen
等[92]和Price等[95]。

Figure
 

4 Deviation
 

of
 

natural
 

rubber
 

vulcanizates
 

from
 

the
 

Gaussian
 

network
 

model.
 

(a)
 

Reduced
 

stress
 

σv1/32 /(α-α-2)
 

against
 

reciprocal
 

draw
 

ration1/α
 

for
 

decane-swollen
 

vulcanizates[92];
 

(b)
 

Reduced
 

stress-temperature
 

coefficient
 

σv1/32 /[T(α-α-2)]
 

against
 

1/α
 

for
 

toluene-swollen
 

vulcanizates[91];
 

(c)
 

Reduced
 

stress
 

σ/(α-α-2)
 

against
 

1/α
 

for
 

dry
 

vulcanizates
 

cured
 

in
 

n-decane,
 

decalin
 

and
 

o-dichlorobenzene[95];
 

(d)
 

Parameter
 

C2
 as

 

a
 

function
 

of
 

shear
 

modulus
 

C1
 for

 

dry
 

vulcanizates
 

cured
 

in
 

solution
 

and
 

melt
 

and
 

re-swollen
 

dry
 

vulcanizates
 

cured
 

in
 

solution[92,
 

95].
 

Shown
 

in
 

(a)
 

and
 

(b)
 

near
 

the
 

lines
 

are
 

volume
 

fraction
 

of
 

rubber
 

(v2).
 

In
 

(a),
 

inset
 

shows
 

C1
 and

 

C2
 for

 

two
 

vulcanizates
 

of
 

different
 

crosslinking
 

densities.
 

In
 

(d),
 

large
 

symbols
 

show
 

data
 

at
 

25
 

℃
 

for
 

slightly
 

masticated
 

rubbers
 

and
 

small
 

symbols
 

are
 

data
 

at
 

0,
 

25
 

and
 

45
 

℃
 

for
 

heavily
 

masticated
 

rubbers.
 

In
 

(d),
 

data
 

for
 

vulcanizates
 

cured
 

in
 

solution
 

and
 

melt
 

are
 

col-

lected
 

by
 

Allen,
 

et
 

al.[92]
 

and
 

Price,
 

et
 

al.[95],
 

respectively.
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图5 (a)天然胶硫化25
 

℃应力(σ)及其熵和能成分(σs 和σe)随α的变化[84];(b)内能对应力的相对贡

献(σe/σ)随α的变化。(b)中数据来自Ciferri[107]、Roe和Krigbaum[96]、Shen等[102]和Smith等[108]。

Figure
 

5 (a)
 

Stress
 

(σ)
 

and
 

its
 

entropy
 

(σs)
 

and
 

energy
 

components
 

(σe)
 

as
 

a
 

function
 

of
 

α
 

for
 

a
 

natural
 

rubber
 

vulcanizate
 

at
 

25
 

℃[84];
 

(b)
 

Relative
 

internal
 

energy
 

(σe/σ)
 

as
 

a
 

function
 

of
 

α
 

for
 

natural
 

rubber
 

vulcanizates
 

obtained
 

by
 

Ciferri[107],
 

Roe
 

and
 

Krigbaum[96],
 

Shen,
 

et
 

al[102],
 

and
 

Smith,
 

et
 

al[108].

非平衡弹性(C2 项)的结构因素可能包括分子链

体积排除效应、缔合、链节长度分布以及链间和链

内能效应[96~98]。这些效应显然是 Gaussian链网

络模型难以描述的。

Gaussian链模型假设 Gaussian链节的内能

不因构象改变而变化,但孤立链无忧尺寸(统计链

长)具有温度依赖性,产生热弹性效应,导致网络

收缩力和应力具有内能成分(fe 和σe)。 根据

Gaussian链网 络 模 型 和 橡 胶 热 力 学 分 析,等 压

(P )条 件 下 内 能 对 应 力 的 贡 献 为
σe
σ =

fe

f =

-T ∂ln(f/T)
∂T

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

P,α
= T

∂ln<r2fc0>
∂T

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

P,α

[27,99~101]

。

天然胶硫化胶
σe
σ

变化可分为三段(图5a)[102],中

等应变(1.5<α<0)下
σe
σ ≈0.18与分子内相互

作用有关,小应变和大应变下
σe
σ

分别与分子间相

互作用和应力诱导结晶有关[103]。一些橡胶
σe
σ

值

可能为较大的正值,也可能为负值[12,84]。σe
σ

值随

应变而显著变化,导致实验上难以测得平衡力学

性能,也说明Gaussian链模型存在局限性[96,104]。
真实橡胶材料弹性行为偏离Gaussian链模型

的程度与本体热膨胀系数、孤立链尺寸、受阻内旋

转的温度依赖性有关[93,96,105]。三维立方格模型

(three-dimensional
 

cubic
 

lattice
 

model)假设链节

尺寸 变 化 与 内 旋 转 势 垒 ∈ 有 关,即 <r20>=
na2e2∈/kT [106],剪切模量C1[(1+g(α))]校正系

数 为 g(α)=
9
10n

V
V0  

2/3

α2+
4
3α  (3e∈/kT -

e-∈/kT)+
81
56n2

V
V0  

4/3

α4+
8α
5+

8
5α2  (15e2∈/kT -

10-3e-2∈/kT)。 包括蛇行管模型等诸多模型在

Gaussian模型中引入分子间相互作用,以拓展理

论在大变形下的适用性,这里不作过多介绍。

8 结语

  Gaussian“鬼”链网络模型所涉及的熵弹性、仿
射变形基本假设等仍是结构波动模型和蛇行管模

型等当前橡胶弹性理论发展的基础,但链节零位

移熵最大(平衡构象)、零体积、无链间相互作用、
仿射变形等假设是其适用性有限的原因。Gaussi-
an“鬼”链网络熵的对数项,是早期学术争议的焦

点,Eichinger到 2015 年 仍 在 “和 稀 泥”,说 明

Gaussian“鬼”链网络模型从来没有达成共识。为

了让学生在学习“橡胶弹性”时能够较全面把握

Gaussian链网络的模型化过程和 Gaussian链网

络的主要特征,应在教学过程中鼓励学生读点“古
籍”,了解黏弹性橡胶抽象为平衡态状态方程所涉

及的主要原理、所用到的方法和所作的假设,以避

免产生将橡胶材料与“理想网络”“划等号”的教学

效果,避免研究生学习阶段和工程实践阶段基于
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“理想网络”模型解决橡胶材料黏弹性问题的错误

思路和方法。本文主要介绍Gaussian链网络模型

化相关知识体系,但并不意味着学习Gaussian链

网络模型和了解其中所涉及的争议没有学术意

义。Gaussian链网络模型所隐含的问题,无疑会

保留在其修正模型(如结构波动模型)或部分使用

Gaussian统计理论的其他模型(如蛇行管模型),
而对橡胶网络进行结构均化处理并忽略黏弹性,
是这些模型共同的问题。
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